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Предлагаемый подход применялся для анализа лонгитюдных данных 
моно- и дизиготных близнецов. Далее он иллюстрируется на примере 
исследований общего коэффициента интеллектуального развития (General 
IQ - GIQ) из Московского близнецового лонгитюда4. Были использованы три 
группы пар разного возраста: монозиготные близнецы (6 лет - 47 пар; 14 лет - 
37 пар), дизиготные близнецы (6 лет - 47 пар; 14 лет - 33 пары) и 
неродственные пары (6 лет - 41 пара; 14 лет - 45 пар). Сумма мер 
соответствия во временных точках 6 и 14 лет минимизировалась посредством 
выбора следующих свободных параметров:   
 интенсивностей потоков 60λ   и 60μ  , которые полагались одними и 

теми же в диапазоне 0-6 лет,  
 интенсивностей потоков 146λ   и 146μ  , которые полагались одними и 

теми же в диапазоне 6-14 лет,  
 среднеквадратических отклонений dz  и un , характеризующих 

начальные распределения GIQ в нулевой момент времени.  
Время измерялось в годах. Сеть представляла собой цепь из 12-ти 

состояний, как показано на рис. 1.1. Допустимый интервал разностей GIQ 
внутри пар (от 0 до 60 единиц) был разделен на 12 равных частей.  

Подбор параметров сети характеризуется статистиками, 
представленными в табл. 1.2. Полученные результаты говорят об очень 
хорошем соответствии.    

 

Таблица 1.2. Результаты подбора параметров по наблюдаемым распределениям 
GIQ. 

 

Возраст К-во 
ст. св. 

2 p-
значение 

6 лет 29 19.36 0.91 
14 лет 31 25.09 0.76 
Всего 60 44.44 0.93 

 

Табл. 1.3 показывает вычисленные оценки искомых параметров. 
Распределения прогнозируемых вероятностей нахождения в том или ином 
состоянии в начальный момент времени (для дизиготных близнецов и 
неродственных пар) приведены на рис. 1.2. Наблюдаемые и прогнозируемые 
вероятности пребывания в состояниях для 6- и 14-летних пар представлены 
на рис. 1.3. В качестве иллюстрации, оценки функций (t)pk  для 
монозиготных близнецов в интервале от 0 до 6 лет показаны на рис. 1.4.  

 
 
 
 
 
 

                                                 
4 Данные Московского близнецового лонгитюда получены при поддержке грантов 
International Science Foundation (№ ZZ 5000/426 , № KWD100 - рук. С.Б. Малых), РГНФ  
(№ 96-03-042446, № 98-06-08084 – рук. С.Б. Малых). 
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Таблица 1.3. Оценки независимых параметров сети. 
 

 Параметр Значение 
Влияние 
наслед-
ственност

и 

Начальное среднеквадратическое 
отклонение для ДЗ-близнецов 

7.90 

Начальное среднеквадратическое 
отклонение для неродственных пар 

18.56 

Влияние 
среды 

Интенсивность дивергенции (0-6 лет) 0.128 
Интенсивность конвергенции (0-6 лет) 0.206 
Интенсивность дивергенции (6-14 лет) 0.194 
Интенсивность конвергенции (6-14 лет) 0.176 

 

Чтобы выяснить, как среднеквадратические отклонения разностей GIQ 
изменяются во временной области, определялись нормальные распределения 
с нулевым средним, наиболее близкие к распределениям прогнозируемых 
вероятностей в смысле критерия согласия 2 . Сравнения оценок для 6- и 14-
летнего возраста представлены в табл. 1.4.   
 
Таблица 1.4. Среднеквадратические отклонения нормально распределенных разностей 

GIQ в различные моменты времени. 
 

Тип пар Возраст, лет С.к.о., единиц GIQ 
 

МЗ-близнецы 
0 0 
6 6.39 
14 10.97 

 
ДЗ-близнецы 

0 7.90 
6 9.09 
14 12.93 

 
Неродственные 

пары 

0 18.56 
6 18.04 
14 20.47 
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Для проводимого анализа необходимо, чтобы представляющие интерес 
параметры измерялись в шкале, не зависящей от времени (то есть методика 
тестирования должна учитывать возрастную эволюцию, как это имеет место 
для IQ).  

С каждой изменяющейся со временем гистограммой связывается 
марковский процесс с дискретными состояниями и непрерывным временем, 
имеющий кусочно-постоянные интенсивности переходов между 
состояниями.  Как и ранее, диапазон допустимых значений исследуемой 
величины делится на несколько интервалов; каждый интервал 
рассматривается как отдельное состояние, в котором значение исследуемой 
характеристики может находиться с некоторой вероятностью. Число 
состояний определяется желаемой точностью оценок и доступным объемом 
выборки6. Переходы между состояниями, описывающие  эволюцию 
исследуемого признака, являются результатом воздействия систематического 
фактора. Его математическое описание характеризует влияние этого фактора 
на популяцию. 

Сеть, используемая для анализа, показана на рис. 1.5. Интенсивности 
переходов обозначены как pλ  и qμ  ( 1 0,1,...,np  и 1,2,...,nq  ). 

Параметры pλ  описывают, как воздействие систематического фактора 

способствует увеличению исследуемых значений фенотипа.  Параметры qμ  

описывают обратный эффект этого фактора – уменьшение значений 
фенотипа.   
  
 
 

 

 

 

 

 

 
 
Если обозначить верхнюю и нижнюю границы диапазона возможных 

значений фенотипа как botD  и topD , состояние 0x  будет соответствовать 

интервалу от botD  до 
1n
DD

D bottop
bot 


 , состояние 1x  - интервалу от 

                                                 
6 Рассматривая непрерывно изменяющуюся характеристику как дискретную величину, мы 
теряем часть информации (это имеет место при любой идеализации). Однако эти потери 
несущественны в случае достаточно больших выборок, когда мы имеем возможность 
устанавливать длину интервалов состояний так, чтобы она не превышала ошибок 
измерений.    

Рис. 1.5. Сеть, использованная для анализа эволюции распределений фенотипа с 
возрастом:   - состояния,  и   

 – интенсивности переходов. 

… 
n j+1j1 

n-1 jj-10 

x0 x1 xj-1 xj xj+1 xn-1 xn … 
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Для идентификации интенсивностей потоков событий используются 
гистограммы, описывающие распределения продолжительностей сроков 
службы для достаточно больших выборок образцов конструкций. При 
моделировании процесса развития повреждений используется система, 
показанная на рис. 1.16. Она представляет собой конечную цепь из 1n  
состояния, в которой переходы из состояния kx  (k0, kn) возможны только 
в предшествующее состояние 1kx  или в следующее по порядку состояние 

1kx . Из состояния 0x  доступно  только состояние 1x . Состояние nx
соответствует выходу конструкции из строя и не имеет выходов.  

Интенсивности потоков событий обозначаются как   и  . Параметры 
  описывают развитие повреждений под воздействием среды. Параметры   
представляют способность среды восстанавливать конструкцию (учет этой 
возможности обычно не является необходимым, однако в общем случае, для 
полноты модели, ее желательно иметь в виду). Поскольку состояния 
выражаются в процентах от величины, измеряемой в единицах времени, 
интенсивности потоков полагаются не зависящими от номера состояния. 

Динамика изменения во времени вероятностей нахождения в 
различных состояниях описывается следующей системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 
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Рис. 1.16. Состояния  (i=0,1, …,n-1): от 100i/n до 100(i+1)/n % 

продолжительности срока службы; состояние : выход конструкции из строя; 

 и  - интенсивности потоков (  - интенсивность разрушения,   - 

интенсивность восстановления). 
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    ( .  2.2.1.2). 

       
  OK. 
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 . 
 

  
 

 
 

 
 

  
 

 
 

 
 

1 {OK,OK,OK} 0.671 0.000000064 
2 {OK,OK,Left} 0.043 0.129708896 
3 {OK,OK,Center} 0.011 0.000283591 
4 {OK,OK,Right} 0.093 0.000571344 
5 {OK,Left,Left} 0.048 0.374853359 
6 {OK,Left,L_C} 0.005 0.031801329 
7 {OK,Center,Center} 0.013 0.000007695 
8 {OK,Center,R_C} 0.001 0.000000002 
9 {OK,Right,Right} 0.114 0.000004562 

 

 
 2.5.       

  ,     ,  
        

 .  
 

 

 OK Left Center Right L_C R_C
  1,126 0,594 0,432 0,484 0,669 0,549 

  0,049 0,253 0,303 0,224 0,252 0,193 
  1  

 
  

  

1,108 1,777 1,842 1,967 1,897 1,993 

  2  
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1,427 0,463 1,363 1,288 0,878 1,448 
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  .  
        

    U(t)=(U1(t),U2(t)),  t T. 
  p(u,t),    

 U(t),     p(u,t)du = P{u U(t)<u+du},  
u=(u1, u2)=(x, y),  du –    R2.  

 ,      
         

,       t0 < t1 < … < tm 
  p(um,tm|um-1,tm-1; …;u0,t0) = p(um,tm|um-1,tm-1).  

     p(u0,t0)  
   p (u,t|u0,t0).    

     - -
:    

 

 

 

   p (u, t | u0, t0) | t=t0 =  (u – u0).  
   aj (u,t)  bjk (u,t), , 

,    .  
         

   ,     
 :  

 

 
 

   Ji,       
 :   

 

 
 

 J=(J1 J2 =(Jx Jy    .

 

 
 

 , ,   , bxy byx.  
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 ,     
     ,   . 

3.3,    .   
 ,    .  

          
   ,  :   

 Vj (j=1,2,…,q)       sj, 
sj+q, …, sj+(l-1)q,     Hi (i=1,2,…,l)  

     s(i-1)q+1, s(i-1)q+2, …, siq ( . 3.4).  
 

 
. 3.4.    . 

 
       . 3.5  3.6.  
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v1,- vq-1,- v2,- 

vq-1,+ v2,+ v1,+ 

V1 V2 Vq …

. 3.6.    (   ). 

h1,- hl-1,- h2,- 

hl-1,+ h2,+ h1,+ 

H1 H2 Hl …
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3.5.2.  ,    

  
 

 E1 ( . 3.7) 
 

:   ,      , 
      . 

 



108 
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E1.  
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  3.5.3.      
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        . 
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   .   
  ,   3.1   

      C1  
 E1-E5.   5  ,   
 ,     , 

     ,   
  . 

 
 3.1.        C1  

 E1-E5,   ,     1- 5 
 

 
E1 E2 E3 E4 E5 

 E1 -126,138 -162,984 -209,016 -228,157 -276,688 
E2 -204,266 -122,373 -175,239 -251,365 -222,686 
E3 -155,088 -153,128 -116,418 -269,201 -229,436 
E4 -159,787 -156,939 -169,511 -117,716 -173,093 
E5 -213,87 -200,727 -237,136 -222,94 -179,962 
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   131 .    
        , 

    .    
,      , 

     
    [14].   

        
 (WISC),      

   5-16     12 .   
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    (VIQ)   (PIQ) 
.   :   13  16 . 

       , 
   ,      

  ,  110.  
     60  160. 

       20 20 
.       

      , 
 13-  16-  .  

       
       

       
  (VIQ: 2

17=16,9, p=0,46   13-   
2
17=6,7, p=0,99  16- ; PIQ: 2

17=18,0, p=0,39   13-  
 2

17=26,2, p=0,07  16- ). ,    
    .   

F-         
  (p<0,001),    -   

     (p<0,005).   
      

    . 
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произведение вероятностей Pi и Pj пребывания в «сгруппированных» 
состояниях Si* и S*j, соответственно45.  

В практических приложениях, представленная выше общая модель 
может быть упрощена и конкретизирована. Очевидно, что двухфакторные 
сети Маркова и приемы работы с ними могут быть легко обобщены на 
случай трёх- и многофакторных структур.   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
3.7.2.1. Пример 1. Разрушение металлической панели с 
подкрепляющими элементами  

Как показано в разделе 1.5, однофакторные сети Маркова, 
представляющие процессы «гибели и размножения», оказались 
приемлемыми для прогнозирования усталостных разрушений авиационных 
панелей, находящихся под воздействием акустической нагрузки. Однако 
согласование между прогнозом и наблюдением может быть улучшено, если 
учесть ускорение разрушения обшивки конструкции (см. рис. 3.32), 
обусловленное последовательным выходом из строя подкрепляющих 
элементов (см. рис. 3.33), посредством комбинации однофакторных моделей. 
Соответствующая двухфакторная модель представляет панель с n-1 
подкрепляющими элементами и m процентными уровнями наработки 
обшивки на отказ (рис. 3.34). Состояние Sij (j=1,…,m-1) соответствует 
нахождению на  j-м дискретном уровне наработки на отказ с i-1 вышедшими 
из строя подкрепляющими элементами. Состояние Sim соответствует выходу 
панели из строя при наличии i-1 разрушенного подкрепляющего элемента. 
Параметр i – интенсивность переходов, представляющая частоту переходов 
с i-го дискретного уровня наработки на отказ. Параметр i определяет 
частоту появления i-го разрушенного подкрепляющего элемента. Эти 
параметры могут быть заданы следующим образом:  
 

                                                 
45 Как указано в разделе 3.3, сделанное предположение приводит к усреднению интенсивностей 
переходов вдоль заданных направлений в каждой из групп состояний и является приемлемым, 
если постановка задачи не предполагает определённых зависимостей между свободными 
параметрами.  

Рис. 3.31. Производная однофакторная система  
(результат группировки строк состояний).

1 m-1 2 

m-1 2 1 

S1* S2* Sn* …

Рис. 3.30. Производная однофакторная система  
(результат группировки столбцов состояний). 

1 m-1 2 

m-1 2 1 

S*1 S*2 S*m …
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i+1=(1+ ) i , i=1,…,n-1; 
i,j= i-1,j i/(i-1), i=2,…,n-1; j=1,…,m-1; 
i,j+1=(1+ ) ij, i=1,…,n-1; j=1,…,m-2. 
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